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Resumen - El tema de este articulo es la parte de la
filogenética algebraica que propone una metodologia
para inferir los valores esperados de tres tipos de
sustituciones de nucledtidos sobre las ramas de
un arbol filogenético que explica las relaciones
ancestrales de un conjunto de linajes asociado. Se
ilustra una herramienta conocida como conjugacién de
Hadamard, que por relacionar tanto la distribucion de
probabilidad de los diferentes patrones de sustitucién
sobre las hojas del arbol filogenético, como el conjunto
completo de valores esperados de sustituciones sobre
sus ramas, promete ser un recurso de reconstruccion
filogenética. Con base en esta técnica se construye
una funcién de verosimilitud para un cuartet asociado
aun alineamiento de cuatro secuencias de nucleétidos.

Reconstruccién
Hadamard,
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1. Introduccion

Abstract - The subject on this paper is that part of
algebraic phylogenetics which proposes a method
to infere the expected values of three kinds of
nucleotide substitutions on the branches of a
phylogenetic tree that explains the ancestral relations
among an associated set of lineages. A tool known as
Hadamard conjugation is presented, which --because
it connects both the probability distribution of the
different substitution patterns on the leaves of the
phylogenetic tree, and the complete set of expected
values of substitutions on its branches-- may indeed
be a resource to phylogenetic reconstruction. Based
on this, a likelihood function is built for a quartet
associated with an alignment of four nucleotide
sequences.

Keywords: Phylogenetic reconstruction, Hadamard
Conjugation, Maximum Likelihood Estimation.

a reconstruccién filogenética es un drea de investigacién actual que ofrece explicar todas las relaciones
ancestrales de un conjunto de especies (Cifuentes, 2015, p. 1). Esta reconstruccién demanda el conocimiento
de un arbol filogenético como modelo de especiacién, asi como de un modelo de evolucién molecular (Hendy &
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Charleston, 1993, p. 232). En el caso de modelos binarios de evolucién de caracteres, donde sélo hay dos estados
observables, existen metodologias que permiten determinar en la ultima etapa el mejor arbol filogenético que
explica la informacién existente (Hendy, 1989, pp. 317-318). Dichas metodologias son viables, ya que hay
modelos de evolucién para estos caracteres que proporcionan relaciones invertibles entre los valores esperados
de cambios de estado sobre los diferentes caminos del arbol filogenético y la distribucién de probabilidad de
ambos caracteres sobre sus hojas (Hendy, 1989, p. 315). En el caso de modelos de evolucién molecular, como el de
Kimura 3-Parametros, la conjugacion de Hadamard proporciona una relacién entre los valores esperados de tres
tipos de sustitucion molecular (transiciones, transversiones tipo | y transversiones tipo Il) sobre los diferentes
caminos del arbol filogenético vy la distribucién de probabilidad de los patrones de sustitucién observables en sus
hojas (Hendy & Snir, 2005, p. 15). Dicha relacién no es invertible, por lo que la metodologia de reconstruccion
filogenética, en lugar de terminar con un arbol filogenético que explique mejor los datos observados, fija a uno
de éstos desde el principio y toma como parametros suyos dichas ternas de valores esperados (Chor, Hendy
& Snir, 2006, p. 628). En consecuencia, el objetivo es determinar los valores éptimos para estas ternas que
maximizan la probabilidad de que el arbol filogenético propuesto al inicio explique mejor los datos observados.
La construccién de una funcién de verosimilitud es una opcién adecuada para lograr dicha maximizacién (Chor,
Kethan & Snir, 2003, p.78). En el contexto de la reconstruccién filogenética estas funciones son polinomios,
cuyos valores extremos demandan metodologias de programacion no lineal y de teorias algebraicas de resolucién
de sistemas de ecuaciones (Casanellas & Fernandez-Sanchez, 2010, p. 1023).

El objetivo de este articulo es dar a conocer la herramienta de conjugacién de Hadamard y ejemplificar su
aplicacién en el contexto de la reconstruccion filognética para el caso del cuartet de la Figura 2 como modelo
de especiacién del alineamiento de la Tabla 1, enfatizando cémo proponer la funcién de verosimilitud L(T)
que maximice la probabilidad de que dicho cuartet describa mejor los datos observados en la Tabla 1. Esta
metodologia que concluye con la construccién de la funcién de verosimilitud L(T) es la que los autores del
presente manuscrito definen como “Modelo de estimacién de pesos de arbol filogenético”.

Chor, Hendy & Snir (2006) propusieron este Modelo de estimacién de pesos de arbol filogenético por primera
vez dentro del contexto de un peine con tres hojas, bajo la restriccién del modelo de evoluciéon molecular tipo
Jukes-Cantor, sujeto a la condicién de reloj molecular, abriendo la posibilidad de aplicarlo al caso que se plantea
en el presente manuscrito.

Las técnicas de optimizacion no lineal y de resolucién de los sistemas de ecuaciones polinomiales que
surgen para maximizar la funcién de verosimilitud, resultado de la aplicacion del modelo, no se contemplan en
este documento.

1.1 Definiciones

Definicion 1.1.1. Un alineamiento de m linajes es una identificacién de nucleétidos entre las secuencias
asociadas a éstos. El alineamiento puede representarse mediante una tabla, donde cada renglén esta
relacionado con una especie distinta y donde los nucledtidos pertenecientes a la misma columna provienen del
mismo nucledtido del ancestro que comparten. Estas columnas pueden enumerarse en sitio 1, sitio 2,
etcétera. Un alineamiento puede originar caracteres vacios, llamados gaps, lo que sugiere que los linajes
que las contienen pudieron haber perdido nucleétidos durante el proceso evolutivo (o bien los linajes que
no los contienen pudieron haber ganado nucledtidos durante el proceso evolutivo). Cada columna de
nucledtidos se conoce como un patrén de caracteres.
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A lo largo de un proceso de evolucién de linajes es posible que los nucledtidos muten aleatoriamente
(Casanellas, 2018, p. 242). Kimura (1981) propone un modelo de mutacién que establece tres diferentes tipos
de sustitucién (o mutacién), junto con probabilidades fijas para éstas.

Definicién 1.1.2. En congruencia con el modelo de Kimura tres pardmetros, se consideran tres tipos de

. .z . . .. . . . . a a . .
sustitucién junto con sus tasas infinitesimales de cambio: transiciones (A & G, T « C), transversiones tipo |

(A 5» T,G £> C) y transversiones tipo Il (A S C, T & G). Para simplificar la notacién, mas adelante se identifican
las transiciones con el entero 1; las transversiones tipo |, con el entero 2, y las transversiones tipo I, con el
entero 3. €l entero 0 identifica “no sustitucién”. Las tasas infinitesimales de cambio satisfacen la relaciéon « +
B + vy < 1 para admitir la posibilidad de no cambio.

Definicién 1.1.3. Supongamos que hay un alineamiento de tamafio m. Al fijar su i-ésimo linaje, 1 <i <m,
sobre cada sitio se pueden considerar las sustituciones con respecto a dicho lugar. Esto origina un patrén de
sustitucién.

Ejemplo 1.1.1. La siguiente tabla es un alineamiento de cuatro linajes con 16 sitios (sin gaps).

Tabla 1: Alineamiento de 4 linajes con 16 sitios, sin gaps.

site (1 23 4567 8910111213 14 15 16
cp=|[CCATCAAACGTOGTGATC
co=ACAGCAATGTTATOCTC
og3=|CCATTGAAGATGCGTT
o1=|ACAGTAGTGTTACCAG

Con respecto al linaje 2 de la tabla anterior, la siguiente tabla recopila 16 patrones de sustitucién:

—

Tabla 2: Patrones de Substitucion del alineamiento de la tabla
con relacion al linaje 2.

site ] 2 314567 8 9 10 11 12 13
0p—=>01|130030007T—3A=22 3
00—03(3003110T—=A=20 2
o0—04|0000101T—=>T=00 0

—_—
A
—
(]

16
C—C=0
C—=T=1
C—G=2

S NP
O N

Michael & Sagi (2005) usan la siguiente notacién para representar patrones de sustitucion:

Elijamos un linaje de referencia, por ejemplo i € [n] = {1,2,3,::-n}. Sean 4, B c [n] \{i} = [n];. La pareja
ordenada (4, B) es el patron de sustitucién que cumple lo siguiente:

J A\B: conjunto de linajes que se obtienen mediante una transicién a partir del linaje de referencia.

J B\A: conjunto de linajes que se obtienen mediante una transversion tipo | a partir del linaje de referencia.

. An B: conjunto de linajes que se obtienen mediante una transversion tipo Il a partir del linaje de
referencia.

Tequio, enero-abril 2021, vol. 4, no. 11

43




44

Modelo de estimacién de pesos de &rbol filogenético para un cuartet/Alvarez-Gonzalez/41-52

. [n]\(4 U B): conjunto de linajes que comparten el mismo cardcter que el linaje de referencia.

Ejemplo 1.1.2. De la Tabla 2 del ejemplo 1.1.2, se fijé el linaje 2. Con respecto a éste, los patrones de sustitucion
en los sitios 8 y 16 tienen la siguiente representacion alternativa, respectivamente:

Sitio 8 Los caracteres en los linajes 1 y 3 se obtienen del caracter en el linaje 2 a partir de una transversion
tipo I: (@, {1,3});

Sitio 16 El cardcter en el linaje 3 se obtiene del cardcter en el linaje 2 mediante una transicién; el caracter en
el linaje 4 se obtiene del caracter del linaje 2 a través de una transversioén tipo I: ({3}, {4}).

Esta Ultima notacion para los patrones de sustitucién serviran en las siguientes secciones para identificar tanto
los renglones como las columnas de las matrices espectrales asociadas al teorema 3.3.1.

2. Distribucion de probabilidad sobre un arbol filogenético

Casanellas (2018) explica que la reconstruccion de un arbol filogenético que da lugar a las especies actuales
recurre a la modelacién de su evolucién con procesos de Markov de sustitucién de nucledtidos. De acuerdo con
el modelo de Kimura 3-Parametros, hay tres sustituciones de nucleétidos, lo que implica la existencia de una
matriz de transicién 4 x 4 que identifica las probabilidades de las diferentes sustituciones que se pueden
observar, dependiendo de los nucledtidos presentes en los vértices asociados. Ya sea que se parta desde una
raiz del arbol filogenético o desde alglin otro vértice suyo, se puede construir una distribucién de probabilidad
para los caracteres que se observan en sus hojas, tomando en cuenta a las matrices de transicion.

Aclaremos con un ejemplo muy sencillo cémo se puede construir una distribucién de probabilidad sobre el
arbol filogenético de la Figura 1.

Ejemplo 2.0.1. Consideremos la siguiente distribucidn de caracteres sobre los vértices del arbol filogenético de
laFigura 2: x,(1) = x.(5) = A4, x,(2) =T, x,(3) = x,(4) = C V x.(6) = G. La letra griega y se reserva en este
ejemplo para denotar una funcién que va del conjunto de los vértices del cuartet de la Figura 1 al conjunto de
nucleétidos. El nimero entre paréntesis hace referencia al vértice. €l subindice identifica si el vértice es
"observado” o “Escondido” (en el contexto de la teoria filogenética, sélo las hojas son observadas). En resumen;
los vértices 1 y 5 muestran adenina, el vértice 2 muestra timina, los vertices 3 y 4 muestran citocina y el vértice
6 muestra guanina.

Proponemos las siguientes matrices de transicién tipo Kimura 3-Pardmetros (observe su simetria) sobre las
ramas del arbol filogenético de la Figura 2:

A G C T
Af 07 015 005 0.1
G| 015 0.7 0.1 0.05
My =My =
C.] 005 01 0.7 0.15

T \:0:1. 0:05 0.15 0.7
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Af 06 02 005 015

G| 02 06 015 0.05

_\[1-_),1 = ;\1.1 -
cloos 015 06 02
T \0.15 0.05 02 0.6
{ G C T
Af075 015 0025 0075
G| 015 075 0075 0025
Mg =
c| 0025 0075 075 015
T \0.075 0.025 0.15 0.75
Proponemos la distribucion de probabilidades uniforme sobre la raiz del arbol (, 5 = .

La probabilidad de observar dicha distribuciéon de nucledtidos sobre los vértices del cuartet es:

1
Purcciac) = 7 Mi(AIA)Mz(TIA) M1z (GlA)Mi124 (C1G)ML(CIG) =

1
7 (07)(0.1)(0.15)(0.15)(0.15) = 5.90625 x 10°>°
Observe que todas las probabilidades involucradas en el calculo anterior son condicionadas.

2.1 Funcion de verosimilitud

El problema de filogenética que se formula en el presente documento es el siguiente: se propone un arbol
filogenético para un conjunto finito de linajes, cada uno identificado por su secuencia de nucleétidos. Se
propone un modelo de evolucién molecular especificado por las matrices de transicién sobre sus ramas. Las
entradas de estas matrices son parametros del modelo. Se propone una distribucién de probabilidad uniforme
sobre su raiz (si es que tiene) o bien sobre el vértice que se determine, a partir del cual se consideran caminos
convergentes en las hojas. La distribucién de probabilidad de los patrones de cardcter para el arbol se plantea
como en el ejemplo 2.0.1. Si dicho arbol tiene n hojas, los patrones de caracter (que en esta seccion se
identifican por secuencias de nucleétidos y;,y,,v3, -+ ¥,) también son n-dimensionales. Se define una funcién
de verosimilitud L(T) como sigue:

L= l_[ph'}’z.)’sr"}’n Y1¥2¥3-Yn 1)
[‘m

donde n indica el nimero de linajes, I' = {4, G, T,C}, py, 1, .-, S€ Calcula como en el ejemplo 2.0.1Y f, 1 1. .y

Yn
es la frecuencia relativa observada del mismo patrén de caracter.
Mas adelante, en la seccién 3.4, se formulara una funcién de verosimilitud cuyos parametros sean los valores

esperados de sustitucién (también llamados pesos) de cada rama del arbol filogenético, en lugar de las entradas
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de las matrices de transicién. De hecho esta segunda versién de la funcién de verosimilitud es la que se usara
sobre el cuartet de la Figura 1.

3. Conjugacion de Hadamard

Conjugacion de Hadamard es una relacién que involucra los pesos de un arbol filogenético con la distribucién

de probabilidad de los patrones de sustitucién asociados a un alineamiento de un conjunto finito de linajes.
Para establecer dicha relacién es necesario construir dos matrices espectrales: la matriz “Espectro de longitud

de borde” y la matriz “Espectro de secuencia espectral”. La primera incluye los pesos del arbol filogenético; la

segunda contiene las probabilidades de todos los patrones de sustitucién asociados al alineamiento.

3.1 Espectro de longitud de borde

Antes de dar una definicién de esta matriz, es importante aclarar la notacién. Supongamos que tenemos n
linajes. Fijemos el i-ésimo (puede ser cualquier otro). Toda pareja ordenada de subconjuntos (ajenos entre si)
A, B de [n] = {1,2,---n} es una biparticién del conjunto de linajes, si A U B = [n]. Se acostumbra a identificar a
dichas parejas con el subconjunto que no incluye al i-ésimo linaje (linaje de referencia).

Sobre |a base de un arbol filogenético, hacer un corte sobre cualquiera de sus ramas también produce una
biparticién: dicho corte descompone el arbol en dos subarboles complementarios (cada subarbol tiene asociado
un conjunto de hojas). Cada rama se identifica con la biparticién asociada al corte de ésta (o mejor dicho, con el
subconjunto componente de la biparticién que excluye a la hoja de referencia). En el siguiente ejemplo, los lados
se denotan con la letra e mds un subindice asociado a la biparticién del corte.

Ejemplo 3.1.1. Fijemos la tercera hoja del 4rbol filogenético de la Figura 1. Sus biparticiones se identifican por
el subconjunto que excluye la tercera hoja:

Nota: Reservamos el simbolo e(T) para denotar el conjunto de lados (o ramas) del arbol filogenético T.

Para un arbol filogenético T que explique las relaciones ancestrales de n linajes, se define su matriz Espectro
de longitud de borde, @, de |a siguiente manera:
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qe,(1) si e €e(l) y si B=¢0
Gey(2) si eg€e(T) y si A=0
Qas =1qe,(3) si e €e(T) y si A=B
—-K; si A=B=90
0 otro caso.

Reservamos el simbolo ., (j), 4 € 2y j € [3] para denotar el valor esperado de sustituciones tipo j sobre la

rama e,. Las columnas y filas de la matriz Q estan ordenadas lexicograficamente, de acuerdo con los
subconjuntos de [n];, siendo i la hoja de referencia. Observe que el tamafio de la matriz Q es 2"~ x 2" K, =

ZAGZ[n]i(QeA(l) + qu(Z) + qu(S)).

Ejemplo 3.1.2. Con respecto al tercer linaje del arbol filogenético de la Figura 1, la sucesién de subconjuntos de
{1,2,4}, cuyos elementos estan ordenados lexicograficamente, es la siguiente:

0o — 0

1 = {1}
10 — {2}
11— {1,2}
100 — {4}

111 — {1,2,4)

En este Ultimo caso, observe que, como el tercer linaje es el de referencia, su lugar lo ocupa el cuarto linaje: 1,
2, 4. El tercer linaje se omite sélo para fines de representacion de las biparticiones asociadas.

En congruencia con este ordenamiento para los conjuntos A v B, la matriz Espectro de longitud de borde
para el arbol filogenético de la figura 2 es:

0 {1} {2} {1,2} {4} {1.4} {2,4} {1.,2,4}

0 K q1(2) @(2) q12(2) @(2) 0 0 7124(2)
{1} (1) ¢1(3) 0 0 0 0 0 0
(2} @) 0 @@B3) o0 0 0 0 0
{1,2} qa(1) 0 0 qp3) 0 0 0 0
- {4} q4(1) 0 0 0 q4(3) 0 0 0
{1,4} 0 0 0 0 0 0 0 0
{2.4) 0 0 0 0 0 0 0 0

{1.2,4} \ uu(1) © 0 0 0 0 0 q124(3)

Note que como el arbol filogenético de la Figura 1 no tiene ramas asociadas a las biparticiones {1,4} y {2,4}, los
renglones y columnas correspondientes a éstas en la matriz Q tienen sélo ceros.
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3.2 Espectro de secuencia espectral
Para un conjunto de n linajes, esta matriz es de tamafio 2! x 21, pues sus renglones y columnas estan
ordenadas del mismo modo como lo estan los renglones y columnas de la matriz Espectro de longitud de borde.
A la matriz Espectro de secuencia espectral se le denota por la letra P.

Observe que, para n linajes distintos, después de fijar a uno de éstos, hay a lo mas 4*1 = 2n-1 x 271
diferentes patrones de sustitucién.

El siguiente ejemplo ilustra cémo se pueden aproximar las entradas de la matriz P, partiendo del
alineamiento de los cuatro linajes de la Tabla 2 del ejemplo 1.1.2:

Ejemplo 3.2.1.La Tabla 2 de la seccién 1.1 resume los patrones de sustitucién de un alineamiento de cuatro
linajes. Estos pertenecen a una matriz Espectro de secuencia espectral de tamafio 241 x 24-1 = 23 x 23 =
8 X 8:

-
=
——

} {3} {1,3} {4} {1,4} {3,4} {1,3,4}
0 & % 0 & 0 &% 0 0
{1} 00 0 0 0 0 0

1 1
{3} i O 0 0 e 0 0 0
{i;3y |4 o @ 2 0 0 0 0

1 X
{4} 15 0 0 0 0 0 0 0
{1,4} 0 0 0 0 0 0 0 0
{3,4} = 0 0 0 0 0 0 0

{1,3,4}\ 0 0 0 0 0 0 0 0

3.3 Conjugacion de Hadamard
Teorema 3.3.1 Sea Q la matriz Espectro de longitud de borde de un arbol filogenético con n hojas. Sea P su
matriz Espectro de secuencia espectral.

Se cumple lo siguiente:

H,PH, = exp(H,QH,), (2)
donde H,, es la matriz de Hadamard de tamafio 2"~* x 21, obtenida inductivamente de esta manera:
1. Hi= (l : )
1 -1
2.H,=H, @ H,_,.
En este caso, el término exp de la ecuacién [2]se refiere a la funcién exponencial exp: R — R, que se evalla
independientemente en cada entrada de la matriz producto H,QH,,.

El simbolo ® del teorema significa el producto de Kronecker. El primer factor en un tal producto es la
matriz indicadora, como lo ilustra el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 3.3.1 (Producto de Kronecker). Sean A y B las siguientes matrices:

B)5) (Bey (16) (-7 13 2 35 —147

(B)-6) (B)2) (-N(-6) (-1 -2 %8 49 -1
AgB=|'3 . . =] = 5

(0)(5)  (0)(21) (m)(5) (m)(21) 0 0 57 2Irw

(0)(—6) (0)(2) (m)(—6) (m)(2) 0 0 —-6m 2w

De las dos matrices espectrales P y Q del teorema 3.3.1, la matriz P se puede aproximar a través de un
alineamiento de secuencias de nucleétidos. Pasa lo contrario con la matriz Q, porque estd asociada a un proceso
evolutivo desconocido. Tampoco cobra mucho sentido despejar esta Gltima del teorema 3.3.1, pues no se puede
garantizar que todas las entradas de la matriz H, PH,, sean positivas y por lo tanto no puede aplicarse sobre sus
términos la funcién logaritmo natural.

3.4 Conjugacion de Hadamard y su papel en la reconstruccion filogenética

Al final de la seccién 3.3 se aclaré la dificultad de despejar la matriz Q de la ecuacién [2]. Benny et al. (2006)
sugieren una metodologia para proponer otra funcion de verosimilitud alterna a la que se plantea en la seccién
2.1, tomando como parametros del modelo de evolucién los pesos de las ramas asociadas al arbol filogenético
propuesto. En resumen, dicha metodologia es la siguiente:

. Calcular la matriz P de la ecuacién[2];
. construir una funcién de verosimilitud, haciendo los siguientes cambios sobre los elementos de la funcién

[1:

1 pY1,VZ'Y3 - P(X’ Y) y
2. ]()/1»1’2']/3 - f(X’ Y)’

donde P(X,Y) representa la probabilidad del patrén de sustitucion (X,Y). Asimismo, f(X,Y) es la
frecuencia relativa (observada) del patrén de substitucién (X, Y) conrelacién a un alineamiento disponible.

La funcién de verosimilitud resultante es:

L(T) = P(X,Y)F &N, 3)

Para ilustrar esta metodologia sobre el cuartet de la Figura 1 como modelo de evolucién para los linajes
presentes en la Tabla 1, se suponen las siguientes restricciones:

. Hay una Unica tasa de sustitucidn fija sobre el arbol filogenético (a« = g = y);
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J imponemos la condicién de reloj molecular sobre el arbol filogenético: es la misma distancia evolutiva
desde la raiz del cuartet de la Figura 1 hacia cualquier hoja suya.

Estas dos restricciones implican lo siguiente:

* My = My, Mypq = My Y My = My X My,
° 41 = 42,912 =44 Y 1 = q12 t G4

Bajo estas consideraciones, la matriz Espectro de longitud de borde, Q, se reduce como sigue:

0 {1} {2} (1,2} {4} {14} {2.4} {1,2,4}
0 -K @@ @ q-@¢ @ 0 0 0
{1} q 0 0 0 0 0 0 0
{2} 0 0 @ 0 0 0 0 0

1,2} g —qy 0 0 g —q O 0 0 0

donde K = 9q, + 3q,.
La matriz Espectro de secuencia espectral, P, se puede obtener del teorema ejecutando el siguiente
cédigo escrito sobre el sistema de cémputo Maple:

> with(LinearAlgebra):
Construccién de la matriz Espectro de Longitud de
Borde Q asociada al Arbol filogenético de la figura 2:
> K:=9*q[1]+3*q[4]:
> Q= Matrix( [ [-K.q[1].q[1].q[1]-q[4].q[4].0.0.q[4]].
[q[1].q[11,0,0,0,0,0,0].[q[1].0,q[1].0,0,0,0,0],
[q[1]-q[4].0.0.q[1]-q[4].0,0,0,01.[q[4].0.0,0,q[4].0,0,0],
[0,0,0,0],[0,0,0,01.[q[4].0.0,0,0,0,0,q[4] 1] ):
Construccién inductiva de la matriz de Hadamard, H_3:
> H_1:=Matrix([[1,1][1.-1]]):
> H_2 := KroneckerProduct(H_1,H_1):
> H_3 := KroneckerProduct(H_1,H_2):
Los siguientes pasos se requieren para despejar la matriz P del teorema 3.3.1, correspondiente a la matriz
Espectral de Longitud de Borde Q previamente construida:
>HQH:=H_3.Q.H_3:
La funcion exponencial del teorema 3.3.1 se aplica término
a término sobre los elementos de la matriz HQH:
> forifrom1to8do
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for j from 1 to 8 do

E[i. j]:= exp(-HQHIi, j1 ):
end do:

end do:

Calculemos la inversa de la matriz H_3, que redenotaremos
por KK para no confundirla con la entrada de la esquina
superior izquierda de la matriz Q:

> KK := MatrixInverse(H_3):

La siguiente linea de cédigo construye la matriz exp(HQH)

del teorema 3.3.1:

> EHQH := Matrix( [

[E[1, 1], €[1, 2], €[, 3], E[1, 4], €[1, 5], E[1, 6], E[1, 7], E[1, 811
[E[2, 1], €[2, 2], €[2, 3], E[2, 4], €[2, 5], E[2, 6], E[2, 7], E[2, 8] 1.
[E[3, 1] E[3, 2], E[3, 31, E[3, 4], E[3, 5], E[3, 6], E[3, 71, E[3, 811
[E[4, 1], €[4, 2], €[4, 3], E[4, 4], E[4, 5], E[4, 6], E[4, 7], E[4, 8] 1.
[E[5, 1], €[5, 2], €[5, 31, €[5, 4], €[5, 51, €[5, 6], €[5, 71, €[5, 811,
[E[6, 1], E[6, 2], E[6, 3], E[6, 4], E[6, 5], E[6, 6], E[6, 71.E[6, 811
[E[7 1], €[7, 2], €[7, 3], €[7, 4], €[7, 5], €[7, 6], €E[7, 7], E[7, 8] 1.
[E[8, 1], E[8, 2], E[8, 3], E[8, 4], E[8, 5], E[8, 6], E[8, 7], E[8, 8] ]
1):

A esta ultima matriz la multiplicamos por KK por ambos

lados. Esta es la matriz P del teorema 3.3.1:

> P := KK.EHQH.KK:

Antes de construir la funcién de verosimilitud en congruencia con la ecuacion B], se hace el siguiente cambio de

variables: x = exp(q,) Vy = exp(q.).
La funcion de verosimilitud para el cuartet de la Figura 1, en congruencia con el alineamiento de la Tabla 1,

es la siguiente:

27/8
L(T) = ﬁ(llezy4 + 9x8y® + 12x12 + 12x8y* + 15x8 + 3y8 + 1)3/8(—4x12y* — 3x8y8 — 4x12 + 4x8y* + 3x8
+3y8 + 1)V (—4x?y* + 9xBy® — 4x'2 — 4xBy* — x8 + 3y® 4 1)%/16(4x2y* — 3x8y® + 4x? — 4xB8y* — 548

+ 3y% + DY ((y* — 1)(4x'? + x8y* — 3x8® — y* — 1))3/16(—(y* — 1)(4x*? + 3x8y* + 7x8 + y* + 1))/16

4. Conclusiones

El modelo de Estimacion de pesos de arbol filogenético que se ilustra en este articulo puede aplicarse a una
diversidad de arboles filogenéticos, sujetos a modelos de evolucién molecular, como Kimura 3-Parametros,
Kimura 2-Parametros o Jukes-Cantor. El caso que se ilustra en el presente manuscrito supone valido el Gltimo
de estos modelos. La razén de haber elegido Jukes-Cantor es que simplifica el modelo de estimacién de pesos
de arbol filogenético, pues las matrices de transicién asociadas tienen mas simetrias que aquellas en
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correspondencia con los otros modelos de evolucién molecular y porque las tres tasas infinitesimales de
mutacion se reducen a una sola. La condicién de reloj molecular también ayuda mucho, ya que disminuye el
nimero de parametros y simplifica la matriz Espectral de longitud de borde (de hecho, permite establecer
relaciones lineales entre diferentes pesos).

€l siguiente problema que queda abierto con relacién al ejemplo desarrollado en la seccién 3.4, no tanto por
su relevancia biolégica (pues el alineamiento de las secuencias de nucledtidos es ficticio) sino para resaltar la
naturaleza de las técnicas que se decidieran usar, es como maximizar la funcién de verosimilitud L(T) de la
misma seccion.
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